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Resumen

Integrar es acumular. En el presente articulo motivamos la idea de ensenianza del Calculo
Integral via la acciéon de acumulacién, la cual permanece latente en el desarrollo histérico-
epistemoldgico del concepto de integral.

Los problemas en educacién universitaria, en particular de la ensenanza del Céalculo In-
tegral no es un problema nuevo. La pérdida de estos cursos se manifiesta en insatisfaccion y
posterior desercién de los estudiantes en los programas universitarios. Generalmente en los
cursos de ingenieria, el estudiante recibe una serie de técnicas de aplicacion, pero no com-
prende en el fondo lo que esta haciendo, viéndose limitado en la aplicacién de estos conceptos.

Este articulo pretende ser una reflexién en torno a este problema, destacando el concepto
propio de la acumulacion como pilar fundamental en la ensenanza de la integral, por encima
de los procesos netamente algoritmicos.

Palabras clave: Epistemologia de las Matematicas, Integral, Cuadraturas, Pensamiento
Matemético Avanzado (PMA).

Abstract

Integrate is accumulation. In this paper we motivate the idea of teaching Integral Cal-
culus via the action of accumulation, which remains latent in the historical-epistemological
development of the concept of integral.

For several years the problems in the learning of Differential and Integral Calculus have
been discussed. The loss of these courses is manifested in dissatisfaction and subsequent
desertion of students in university programs. Usually in engineering courses, the student
receives a number of application techniques, but does not understand basically what is he/she
doing, be constrained the application of these concepts.

This paper aims to be a reflection on this problem, highlighting the concept of accumula-
tion as a fundamental pillar in the teaching of the integral, above the algorithmic processes.

Keywords: Epistemology of Mathematics, Integral, Quadratures, Advanced Mathemati-
cal Thinking (AMT).
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1. Introduccion

Muchos investigadores han conducido estudios sobre el establecimiento del concepto moderno de
integral matematica. Por ejemplo, en articulos como [6], [12] y [13] muestran la intima relacién entre
objeto y proceso, y como esto puede ser aplicado a la comprensién de las nociones matematicas.
Estudios mas especializados sobre la evolucion del concepto de integral pueden encontrarse en
[4], [8] ¥ [9]. Una de las conclusiones donde muchos autores convergen es evitar que prime el
mecanicismo frente a la compresibilidad, en donde una desarticulacién de los conceptos es evidente.
Con ello se logra que a posteriori el estudiante no comprenda los siguientes conceptos, y mas
aun sus aplicaciones en la Fisica e Ingenieria: se le presenta al estudiante un problema en un
contexto determinado y dificilmente logra entrever ese vinculo existente entre las matemaéaticas con
la experiencia y realidad.

Un hecho que preocupa es que los procesos de acumulacion son subyacentes a la naturaleza
humana. Por tanto, destacamos la idea de que se hace necesario comenzar por la identificacién del
conocimiento matematico informal de los estudiantes en relacion con las actividades practicas de su
entorno y admitir que el aprendizaje de las matematicas no es cuestiéon relacionada tinicamente con
aspectos cognitivos, sino que involucra factores de orden afectivo y social, vinculados con contextos
de aprendizaje particulares.

En un anélisis retrospectivo del concepto, vemos que la nociéon de integral aparece inicialmente
como un problema geométrico de acumulacion, y es sorprendente que dicho concepto se pierda y se
nuble por la cantidad de reglas algoritmicas que los estudiantes aprenden en sus cursos de Calculo.

El presente articulo pretende ser una reflexién en torno a ello, donde se hara un pequeno barrido
histérico donde se destaca la acumulacién como el ente primario en el aprendizaje del concepto de
integral.

2. Algunas consideraciones histoéricas

Analizar la epistemologfa' en el contexto mismo de la historia de las matematicas, implica
necesariamente hablar de los antiguos griegos, quienes formularon 3 problemas que muchos siglos
después se demostraron que eran irresolubles con regla no graduada y compas:

= Dado un cubo de volumen V', encontrar un cubo que tenga el doble del volumen. Esto es,
encontrar un cubo cuyo volumen sea 2V.

» Dado un angulo 6, encontrar su tercera parte. Esto es, calcular 6/3.

= Dado un circulo C, encontrar un cuadrado equivalente en area.

Se puede observar que estos problemas estan intimamente ligados a la construccion de ciertos
nimeros que no son posibles mediante regla y compés (nimeros trascendentes). Por ejemplo, el
tercer problema es equivalente a la construccién del niimero irracional /7, el cual no es construi-
ble con regla y compas. Muchos matematicos estuvieron interesados en resolver estos problemas
planteados en el siglo V a.C., pero no lograron resolverlos. Sin embargo, a pesar de estos intentos
fallidos, las respuestas dadas sirvieron como arsenal fértil para el desarrollo de muchas ramas de las
matematicas. Esas respuestas parciales marcaron, en muchos aspectos, el derrotero de la evolucién

Se toma como referencia uno de los trabajos de los autores (Moran, Jaramillo y Sigarreta, 2018).



matemadtica por mas de 25 siglos [11]. Particularmente nos enfocaremos en el ltimo problema
(conocido como la cuadratura del circulo).

Euclides (Siglo V, a.C) no logré encontrar el cuadrado equivalente al circulo. Sin embargo,
mediante su idea de aplicaciones de areas logré encontrar un cuadrado equivalente a una figura
rectilinea.

Teorema 1 (Proposicién 11,14. Elementos de Euclides). Sea ¥ una figura rectilinea. Encontrar un
cuadrado equivalente a 3.

Demostracion. La idea basica de la prueba de Euclides es la siguiente:

-

Figura 1: Proposicién 11,14 (Elementos de Euclides)

En su libro I, Euclides muestra cémo encontrar un rectangulo equivalente a una figura rectilinea.
Sea [ un rectangulo equivalente a . Sea ~ el cuadrado sobre la media proporcional entre los
segmentos DC' y BC (el mismo que determina a (3). Afirmamos que ¥ = ~. En efecto, por la
proposicién 11,7; Euclides muestra que 8 + o = 0 (donde « es el cuadrado construido sobre los
puntos donde se ha seccionado al segmento DC'), y por el teorema de Pitdgoras a+~ = §. Entonces
B+ a=a+v;y por tanto, ¥ = 8 = . ]

La respuesta de Euclides puede considerarse plausible, porque si tenemos un poligono de 4
lados (cuadrado), y duplicamos sus lados (octégono, 8 lados), y asi sucesivamente; este poligono
tiende a ser un circulo. En términos modernos, decimos esto:

lim P, =C

n—oo

donde P, es un poligono de n lados.



4 lados 8 lados 16 lados

Figura 2: Figuras rectilineas que tienden al circulo

Es decir que una figura cualquiera (modernamente, establecemos que sea una figura cerrada

por una curva simple) puede agotarse en términos de figuras rectilineas. Ese fue el principio del
método exhaustivo de Arquimedes:

Sea una region no rectilinea R

— P et :'T-,:-

S
s

Figura 3: Método exhaustivo aplicado a una figura en general

Se define una sucesién de poligonos Py, Py, ..., P,, donde {P,} es una sucesién estrictamente
creciente. Se define una sucesion de diferencias como sigue: My = R — Py, M; = R — Pi,...

M, = R — P,, que es una sucesién estrictamente decreciente ?, donde se tiene que:
1
M, < §Mn

que corresponde al principio de Eudoxo (proposicion X,1) de los Elementos.
Tenemos que:

Teorema 2. 5i

1
(Mnﬂ < éMn) entonces Ve >0,3In € Z" tal que M,, < €

({P,} — P) entonces Ve >0,3n € Z" tal que P— P, < ¢
Entonces R = P.

%la desigualdad entre los términos consecutivos de las diferencias M es consecuencia directa de la eleccién de los
poligonos P,.



Demostracion. » Si suponemos R > P, entonces R — P > 0. Por tanto, existe n € Z" tal que
R — P, < R— P, de lo que se tiene que P, > P. (Contradiccién).

» Sisuponemos P > R, entonces P — R > 0. Por tanto, existe n € Z* tal que P— P, < P — R,
de lo que se tiene que P, > R.(Contradiccién).

Por tanto, R = P.
O

En este sentido, Arquimedes obtuvo varios resultados geométricos interesantes. Uno de ellos
fue el de la cuadratura de la pardbola. Arquimedes postuld que el area de un segmento parabdlico

. 4 . . . . .
era igual a — del tridngulo inscrito en la parabola. Para ello, consideré dos sucesiones: una de

poligonos inscritos en la parabola y una de poligonos circunscritos en la misma.

— I —J‘:’-.—"f. g

—

Figura 4: La cuadratura de la pardbola. Método exhaustivo

Sea ABC' la pardbola, donde B es el vértice. A continuacion, Arquimedes inscribe el AABC
donde O es el punto medio de AC. Sea F' el punto medio de AQO. Se traza una perpendicular que

intersecta la parabola en Z, y se construye el triangulo AAZ B y analogamente con OC', creando

la siguiente sucesién *

Py = AABC
P, = Py+AAZB+ ABEC

De la misma forma para P, ..., P,. Para esto se divide AC' en cuatro partes iguales y se trazan
FZ,GFE paralelas a OB. Teniendo en cuenta algunas propiedades de la parabola y usando algunas
proposiciones del libro I de los Elementos de Euclides, se puede demostrar que:

AABC = A(AAZB + ABEC)

1
Por tanto, A(P;) = A(F) + ZLA(PO)' A través de razonamientos andlogos se demuestra que:

3 Aqui, denotamos a P, al poligono y A(P,) el drea del poligono.



Es decir,

n 1 k
A@m:m%H2;Q>Amo
Ahora Arquimedes se apoya en el siguiente resultado:

A B C D 4 4 1
(EZEZE: E:I) entonces A+B+C+D+E:§A—§E
Y como la relacién entre el poligono que se inscribe y el siguiente es de 4 a 1, y si denominamos
a S como el area del segmento parabdlico, concluye que:

4 CLA(R)
5= A~ 57

Pero como el sustraendo puede ser tan pequeno como se quiera, Arquimedes concluye que:

4
S=-R
3 0

Después de algunos céalculos, Arquimedes demuestra que el area de un segmento parabolico es

igual a — del area del triangulo inscrito en la misma, y como Euclides ya logré la cuadratura de

cualquier figura rectilinea, Arquimedes ha encontrado la cuadratura de la pardbola.

3. El proceso de acumulacion transversal al concepto de
integral

De acuerdo a lo dicho, entender las técnicas de integracion como procesos aislados no permite
entrever lo que verdaderamente esta de fondo en la idea de integracién. La frase cliché de que “la
integral es el area bajo la curva” estd lejos de la idea general de lo que es la integral matematica. Una
representacion geométrica de la integral si es el area bajo la curva, pero ello no recoge propiamente
la idea de integral matematica. La idea fundamental del proceso de integracion es la acumulacién.

3.1. Calculo de areas como un proceso de acumulacién

El area es una de las aplicaciones que permitieron llevar a la formalizaciéon del proceso de
integral, puesto que el drea es en si un proceso de acumulacién. Sea f una funcién que esta
definida en el intervalo cerrado [a, b]. Si



1Pll—0

lim Zf(azcz)AmZ
i=1
b
existe, decimos que f es Riemann-integrable en [a,b]. Ademds, | f(z)dz, denominada inte-
gral definida (o integral de Riemann) de f de a hacia b, entonces egté dada por

[ s ae= tm S s,

[Pl|—0
donde T; es un punto muestra en el intervalo [z;_q, x;] y || P|| = méx{z; —x;—; : 0 <i<n—1}.

Las siguiente graficas pretenden mostrar lo anterior:

Riemann Sums Riemann Sums
15 1.5
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Tuial Rectangle Avea = 1.45930 Toual Rectangle dvea = 1 44903
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Actial Area = 44688 Actal Avea = [ 44688
(a) Aproximacién con 5 rectiangulos (b) Aproximacién con 10 rectingulos
Riemann Sums Riemann Sums
1.5 1.5
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X X
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Actual Avea = 144688 Actual Avea = 1. 4468
(e) Aproximacion con 15 rectangulos (d) Aproximacién con 20 rectingulos

. . . . . . 1
Figura 5: Aproximaciones de Riemann del punto medio para la funcién sen (ﬁ
Cuando tomamos el limite cuando n — oo, obtenemos una funcién de acumulacién. Sea f

no negativa en un intervalo [a, b], se define la funcién de acumulacién como una funcién F(z) tal
que:



Figura 6: Funcién de acumulacién desde a = —1 hasta x = 1 de la funcién sen (ﬁ)
a’/’ _
3

3.2. Calculo de volimenes como un proceso de acumulacién

El célculo de volimenes también es un proceso de acumulacién. Una funcién continua f(x)
puede hacerse rotar con respecto al eje o y, describiendo un sélido de revoluciéon. Ahora, ;qué
hacemos para calcular el volumen? Imaginamos (al estilo de Cavalieri) que un volumen esta cons-
tituido por rebanadas muy delgadas (de grosor Az), donde:

AV ~ Abase'Ax

: 4 o :
Es conocido que el volumen de una esfera es V' = 5777"3. Las siguientes imagenes muestran

procesos de aproximacion.



Total Volume of Cylinders = 33,678
Volume of Sphere = % e = 33510

{a) Aproximacion con 10 discos

Approximating the Yolume

Total Velume of Cylinders= 33517
Volume of Sphere = % e = 33,510

(c) Aproximacion con 50 discos

Total Volume of Cylinders = 33.552
Volume of Sphere = % mr = 33510

(b) Aproximacion con 20 discos

Approximating the Volume

Total Volume of Cvlinders = 33,512
Valume of Sphere = % A = 33510

(d) Aproximacion con 100 discos

Figura 7: Esfera vista como una acumulacién de discos

Cuando pasamos al limite, el grosor tiende a ser “infinitamente pequeno”. Asi, se dan las

siguientes transformaciones:

Obteniendo que:

222
Ll

<



Figura 8: Esfera como un proceso de acumulacion de infinitos discos

Una generalizacion del Célculo de Volimenes se obtiene por medio de las integrales dobles al
definir el volumen acotado por una regién € y la superficie z = f(x,y) como:

VZ//Qf(x,y) dA

y la forma de calcular dichas integrales, mediante integrales iteradas, no es otra cosa que el
espiritu de Cavalieri en el Calculo de voliimenes.

/Z;ﬂ%y)¢4=ilalaﬂ%y)@Mx=1£b<lff@awc@)dx

donde a < x < by c <y < d barren la regiéon de integracién 2. La integral interna (con
respecto de y) estd “sumando todas las lineas” para obtener el drea (Ominus linae!) y los otros
limites de integracién estarian sumando todas las areas, para obtener un volumen.

4. Algunas consideraciones finales

Los procesos de integracion han aparecido inicialmente como procesos de acumulacién, y es
sorprendente que esta parte sea ignorada en la practica docente universitaria. La naturaleza del
concepto de integral hunde sus raices en procesos geométricos que, en la practica, se ven escondidos
por procesos netamente algoritmicos.

Una de las criticas la vemos, por ejemplo, con las sumas de Riemann. En muchos libros de
texto se define la integral del Riemann en un intervalo [a, b] como

n— o0

b n
[ #aydo= tim > @)
a |P||—0 i=1
donde Ax; = ;41 — x; y || P|| = max{x; 1 — x;, 1 <i < n}.
En los textos usuales de Célculo emplean férmulas para hallar la particién, donde toman a

b—a ..,
Ax = , una particién regular.
n
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Dichas particiones regulares no tienen explicacién alguna, simplemente son convenientes pa-
n

ra poder luego hacer una suma infinita -igualmente conveniente- del tipo Zz o en su defecto

=1
n

E i*. Dichas Sumas de Riemann no permiten ver que en efecto, lo importante es la acumulacién

i=1
independiente de la particiéon que se tome, no netamente el proceso de sumacion como féormulas

dadas.
Por ejemplo, supongamos que tenemos funciones del tipo

donde dichas particiones anteriores no irdan a servir nunca, puesto que no contamos con férmulas
para dichas sumas. El proceso de acumulacion es superior a pensar solamente en el proceso mecanico
de sumacién via férmulas de sumatorias, y podemos tomar particiones de una forma conveniente.
Por ejemplo, por técnicas de integracion es conocido que

b
1 1 1
dr =~ — =
/aa:Q e

De la observacién: Sean @ > 0y b > 0. Si a < b entonces ab < b* y a* < ab se tiene que
Vab < by a< Vab, se sigue que a < Vab < b. Asi podriamos considerar la particién conveniente
T; = \/T;x;_1, puesto que x;_1 < /r;x,_1 < x;. Luego, al tomar la suma tendriamos:

2

Ti— Ti-1

;T

Y FEE ) @ - we) = Y

1 1 1 1 1 1 1 1
= ———+— = —+--- 4 — + - —
Ty T I T2 Tp—2 Tpn-1 Tn—1 Tn,
B 1 1
B Zo Tn
B 1 1
a b

Un razonamiento similar basado en el concepto de acumulacion nos conduciria a la solucion de

b
1
la integral / T Sabemos que por los métodos usuales de integracién, el valor de esta integral
0 VT

es igual a 2(vVb — va).
El hecho que

Tio1 < < x;

(=)

Implica que
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:C'L—i_ Ti1
mo < YUV

Tendriamos entonces

> fE)an = H
i=1 i=1 <ﬁ+_ N ) ?
2
. Li — Tj—1
- \/am\/m

i=1

Z wmm
- 22(@-—@)
— 2(h-va)
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